高中数学30个怎么求（7）

怎样求函数的周期
徐剑
对怎样求函数周期的问题，首先要弄清函数的周期性定义：若T为非零常数，对于定义域内的任一x，使f(x+T)=f(x) 恒成立，则f(x)叫做周期函数，T叫做这个函数的一个周期.若T是周期，则k•T（k≠0,k∈Z）也是周期，所有周期中最小的正数叫最小正周期.一般所说的周期是指函数的最小正周期,周期函数并非都有最小正周期,如常函数f(x)=C.
一. 求函数的周期的方法：
(一)定义法
例1.  求函数y=sin(5x -  eq \f(π,6) )的最小正周期.
解：y=sin(5x -  eq \f(π,6) )=sin(5x -  eq \f(π,6) +2π)

= sin [5(x+ eq \f(2,5) π)-  eq \f(π,6) ]

  对定义域内的每一个x，当x增加  eq \f(2,5) π时，函数值重复出现，所以函数f(x)=sin(5x -  eq \f(π,6) )最小正周期为 eq \f(2,5) π.
例2.  求函数y=|sinx|+|cosx|的最小正周期.

解:  y=|sinx|+|cosx|

=|-sinx|+|cosx|

=|cos(x+ eq \f(π,2) )|+|sin(x+ eq \f(π,2) )|

=|sin(x+ eq \f(π,2) )|+|cos(x+ eq \f(π,2) )|

=f(x+ eq \f(π,2) )
所以 f(x)=|sinx|+|cosx|的最小正周期是 eq \f(π,2) .
例3. 若函数f(x)对定义域内的任意x满足：f(x－a) = f(x+a),求函数f(x)的周期.
    解：f(x－a) =f(x+a) = f(x–a + 2 a)，所以2a为函数f(x)的一个周期.
     说明：若函数f(x)对定义域内的任意x满足：f(x+a)=f(x－a),则2a为函数f(x)的周期.但要与以下结论相区别：
     若f(x)满足f(a+x)=f(a－x)则f(x)的图象以x=a为图象的对称轴.
此外还要注意：若函数f(x)对定义域内的任意x满足： f(3x + a) = f(3x),则f(x) 其中一个周期不是a，而是  eq \f(a,3) .
（二）图像法
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例4.  求y=|sinx|的最小正周期.

解: 可知y=sinx的周期T = 2π，而y=|sinx|， 根据其图象y=|sinx|，加绝对值周期减半，所以T=π.
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  如上例2  求函数y=|sinx|+|cosx|的最小正周期.见图可知其最小正周期是 eq \f(π,2) .
（三）公式法
求解三角函数的最小正周期，可以利用公式计算.三角函数的最小正周期公式有：

y = A sin(ωx +φ)+h的最小正周期T =  eq \f(2π,|ω|) 
y = A cos(ωx +φ)+h的最小正周期T =  eq \f(2π,|ω|) 
y = Atan(ωx +φ)+h的最小正周期T =  EQ \F(π,|ω|) 

 eq\f(2π, |ω|) 
例5.  求函数y = 3sin(  eq \f(π,6)  -  eq \f(2,3) x )  -7的最小正周期.
      解: 根据公式T =  eq \f(2π,|ω|)  得T =  eq \f(2π,|-\f(2,3)|) = 3π
（四）转化法

对较复杂的三角函数可通过恒等变形转化为等类型A sin(ωx +φ)+h，再用公式法求解.
例6  求函数y=sinx+cosx的最小正周期
   解：y=sinx + cosx
=  eq \r(2) (  eq \f(\r(2),2) sinx +  eq \f(\r(2),2)  cosx) 
=  eq \r(2) (sinx cos eq \f(π,4) + cosx sin eq \f(π,4) )
= eq \r(2) sin（x +  eq \f(π,4)  ），

所以y=sinx + cosx 的最小正周期为T =  eq \f(2π,|ω|) =2π.
例7.  求函数y=|sinx+cosx|的最小正周期.
解：由例6得，y =|sinx+cosx|=|2 sin（x +  eq \f(π,4) ）|
因y=sinx + cosx 的最小正周期为T =  eq \f(2π,|ω|) =2π，而 y =|sinx+cosx|，加绝对值周期减半，所以最小正周期为π .
例8.  如例2. 求函数y=|sinx | + |cosx|的最小正周期.
解：因y=|sinx|+|cosx|>=0，所以可以两边平方：
y²=sin²x+|2sinxcosx|+cos²x，即兴y²=1+|sin2x|，再两边开方得：y =  eq \r(1 + |sin2x|)  所以T =  eq \f(\f(2π,2),2) = eq \f(π,2) 
例8. 求函数 y = sin6x +  cos6x的最小正周期.
解： y = sin6x +  cos6x

       = （sin2x）3 + （cos2x）3
       =(sin2x + cos2x)（sin4x – sin2xcos2x + cos4x）
       = sin4x – sin2xcos2x + cos4x 

       =（sin2x + cos2x ）2 – 3sin2xcos2x

       = 1-  eq \f(3,4) sin22x
       = 1-  eq \f(3,4) × eq \f(1 - cos4x,2) 
       =  eq \f(3,8) cos4x +  eq \f(5,8) 
根据公式T =  eq \f(2π,|ω|)  得T =  eq \f(2π,4) =  eq \f(π,2) 
  （五）最小公倍数法

由三角函数的代数和组成的三角函数式，可先找出各个加函数的最小正周期，然后找出所有周期的最小公倍数即得.但这种方法有局限性,如对于正、余弦函数的差不能用最小公倍数法.此外各个加函数的最小正周期都是分数, 此时用最小公倍数法求周期有公式：T =（各分数分子的最小公倍数）÷（各分数分母的最大公约数）.
例9.求函数y = sinx+cos2x的最小正周期.
解：因为sinx的最小正周期2π，cos2x的最小正周期π，由于2π，π的最小公倍数是2π.所以函数y = sinx+cos2x的最小正周期为T＝2π.
（六）对称法
1.若函数f(x)图象有两条对称轴x=a和x=b（a<b），则2 | b-a |是f（x）的一个周期.
证：因x=a和x=b是对称轴，且a<b），即有f（x）=f（2a-x），f（x）=f（2b-x） ，于是得：f(2a-x) = f(2b-x)
设2a-x = t,则x=2a-t， f(t)=f（2b -（2a-t））= f[t+（2a-2b)],即f(x)周期为2| a-b |.

说明:(1)注意2|a-b|未必为最小正周期.(2)关于对称轴:若函数f(x)图象有对称轴x=a,则f(x)=f(2a-x).
2.若函数f(x)图象有两个对称中心（a，0），（b，0）（a<b），则2|b-a|是f（x）的一个周期.
证明：因为函数f(x)有两个对称中心：A(a，0)和B(b，0)，（a<b）所以对任意实数x，恒有：f(x)+f(2a-x)=0且f(x)+f(2b-x)=0.即f(2a-x)=f(2b-x).
可设2a-x=t，则2b-x=2b-(2a-t)=2(b-a)+t，因此
f [2(b-a)+t]=f(t)，即恒有f [x+ 2(b-a)]=f(x)，所以函数f(x)为周期函数，T=2|b-a|
说明: 函数f(x)图象有一个对称中心（a，0）,则f(x)=-f(2a-x)或f(x)+f(2a-x)=0.
 3.若函数f（x）有一条对称轴x=a和一个对称中心（b，0）（a<b）,则4 |b-a|是f（x）的周期. 
 证明： 由函数f(x)的对称轴是x=a，
则：f(a－x)=f(a＋x)， f(x)=f(2a－x)
       由函数f(x)的对称中心是(b，0)，
则：f(b－x)=－f(b＋x)，f(x)=－f(2b－x)  
从而有：f(2a－x)=－f(2b－x)，而f(2a－x)= f(2a＋x),
 f(2b－x)=-f(2b+x),即有：f(2a＋x)=f(2b＋x).
f(x)=－f(2b－2a＋x)=f(4b－4a＋x)，周期是：T= 4|b－a|
二. 函数周期性的应用

(一)求函数的解析式

例10.  已知f(x)是以2为周期的偶函数，且当x∈(0,1)时，f(x)=x+1.求f(x)在(1,2)上的解析式.
解法1：（从解析式入手，由奇偶性结合周期性，将要求区间上问题转化为已知解析式的区间上.）
    因为 x∈(1,2), 则-x∈(-2,-1),
    则 2-x∈(0,1), ∵ T=2,是偶函数
所以 f(x)=f(-x)=f(2-x)=2-x+1=3-x. x∈(1,2).
    解法2（从图象入手也可解决，且较直观）f(x)=f(x+2)
    如图：x∈(0,1), f(x)=x+1.是偶函数
    所以x∈(-1,0)时f(x)=f(-x)=-x+1.
    又周期为2， x∈(1,2)时x-2∈（-1，0）从而f(x)=f(x-2)=-(x-2)+1=3-x.
例11.设f(x)是定义在（-∞，+∞）上的函数，对一切x∈R均有f(x)+f(x+2)=0，当-1<x≤1时，f(x)=2x-1，求当1<x≤3时，函数f(x)的解析式.
解： f(x)+f(x+2)=0 则 f(x)=-f(x+2)
因该式对一切x∈R成立，
 以x-2代x得：f(x-2)=-f[(x-2)+2]=-f(x)
当1<x≤3时，-1<x-2≤1，有 f(x-2)=2(x-2)-1=2x-5
所以 f(x)=-f(x-2)=-2x+5，即 f(x)=-2x+5（1<x≤3）
（二）求数值
例12.己知函数ｆ（ｎ）＝sin eq \f(nπ,6) 

 ｅｑ　＼ｆ（ｎπ，６）  (n ∈ N)
求：ｆ（１）＋ｆ（２）＋ｆ（3）＋……＋ｆ（102）
解：函数ｆ（ｎ）＝sin eq \f(nπ,6) 周期为12，则
ｆ（１）＋ｆ（２）＋ｆ（3）＋……＋ｆ（12）= 0

又 102 = 8×12 +6

所以ｆ（１）＋ｆ（２）＋ｆ（3）＋……＋ｆ（102）

     =ｆ（１）＋ｆ（２）＋ｆ（3）＋……＋ｆ（6）

     =sin eq \f(π,6) + sin eq \f(2π,6) + sin eq \f(3π,6) ＋……＋sin eq \f(6π,6) 
    =2 +  eq \r(3) 
(三)研究其它问题

例13.设函数f(x)在R上满足f(2-x)=f(2+x)， f(7-x)=f(7+x)且在闭区间[0,7]上， 只有f(1)=f(3)=0.
    1.试判断函数奇偶性
    2.试求f(x)=0在闭区间[-2005,2005]上根的个数
解: (1) 取x=3,则f(2-3)=f(2+3).

而f(2-3)=f(-1),f(2+3)=f(5)≠0,即有f(-1)=f(5)≠0,

于是有f(-1)≠f(1),f(-1)≠-f(1),所以 y=f(x) 既不是奇函数也不是偶函数 
(2) x=2+(x-2), 4-x = 7-(x+3),因f(2-x)=f(2+x)， f(7-x)=f(7+x),则  f(x)=f(2+(x-2))=f(2-(x-2))=f(4-x)=f(7-(x+3))
=f(7+(x+3))=f(x+10) 所以10为f(x)的周期. 
在闭区间[0，7]上，只有f(1)=f(3)=0,所以10为f(x)的最小正周期.

因为在闭区间[0，7]上，只有f(1)=f(3)=0, 10为f(x)的最小正周期,所以方程f(x)=0在一个周期内有两根.闭区间[-2005，2005]上有401个周期,根的个数为802个.
另解:从较简单的方法入手,用换元法

设2-x=t，则2+x=4-t,又 f(2-x)=f(2+x),所以f(t)=f(4-t), 
即f(x)=f(4-x); 
设7-x=t，则7+x=14-t，又f(7-x)=f(7+x),所以f(t)=f(14-t),即f(x)=f(14-x); 从而f（4-x)=f(14-x) .
设4-x=t,则14-x=10+t，所以f(t)=f(10+t),即f(x)=f(10+x) 

这说明x每隔10个单位f（x)值就相等.
因f(1)=0,从x=1开始，[(2005-1)/10]取正整数+[(-2005-1)/10]取正整数=400 ；

因f(3)=0,从x=3开始，[(2005-3)/10]取正整数+[(-2005-3)/10]取正整数=400 .
所以方程f(x)=0在[-2005,2005]上有802个根.
